Controllability of star-shaped networks of strings by Zuazua Iriondo, Enrique & Dáger Salomón, René
 	 










    	 	   
	   !"##	 $$"
#	##	

     	 
   	      

 	  
 
   
   
   
    
         
   
 
    	        
        	  	   

Æ
       

   
   
 	 
    
 
 
   
     	    
 
   ! 













		 		 	 
	 
	 




	  	 
	
 	 			  	 		
  ! 	 
	 	 	
 	 
	  			 

		
			 	 		 




	 	 		 	
	 	 	  	#	 
 	 	Æ	 	 $
	






		 	 %	  

















		 		 	   
	 
	 


























   

 










 	 			 	
 	  		 




  	 
    !	
!	  	






  		 	
	 
			  %	















	 	      			  
  	 
 

   	







#  	       $%&'('')   *+,! -!.   ,/ 01 

234  0 !
5
%# !  # &$













































		 					 	 






 			    	  	 




		  		 $	  *+ *,+ 	 *-+  "	 	 .		
 	 "	.	 "&.!
 *+  	 	 
		 		  
		 
#	    , /	    #	#	 	 
	
 *,+   
	
 "		 	 		 
	 "	  		
0
	 
!	 	 		  	 	.	 "&.! 	 	  	 	 	 	

		 	1	 #	#	      	 234 5/ / *6+ 
 	 
		
  	 #	
"	
	 
 	 $		  
	 	    ,
 
	
	 	 	 	  	
"	# 	 	  "	
	  
 
 	 	  ( 	 	 
!	 !.		




 	 	Æ	 	 7
	




















(  	 
 	
  	 )	
	
8	  		 	 "		 	 		 




	 "	(		 	 	 


































	 	    	   
!	 1.
 9!	 		 = !	 
 $ 	 
	 $ 	 	(	
 




+        			   	 !	 	=
 = !	 
. = 	.! 
 

9!	 !	  = !	 	;
<  	

















      

 





   

 





    			  




 	 $ 	 =   =     	 
 
	
&  <; ! 



















  *6+  
 .   
	 !	 	;
<  







 = !	 
.  
    !	 !	 
 =   

 








   
 
 
   	
,
'( ) 	*	+ ,-	 ) 	!	












  .	  
		 		  ! 
	 ;	 
	 =



































































	 ?$ @ ;	 ! 		
!	 	
 ;! 	 
 

















	 ! 		 	  *-+ =




$   & *-+  ; !;
! =
 $ 	 = !	 	.! = !	 
.  $    !	


























	 &  ;!	 !	 
. !	 
$			 	.! !	 	 =







$  Æ	  
	  .	  	




















;!    &  !		 	
 !	 
	 !	 		 	

	
.  	; .		
% = !	  &.! 	#$ =
  = 	( 	(	
2;		
  		 	
 = !	 	 = 
	    .	  !	 	 	

;!	    A
& ! 0	 ;	 
		  =










 !	 	(		 =  	 = 














 ;  !
	
%	 	 = 
	  9!		 
	 $ 	
	$ 	(		  !	 	 ;!	 !	 
   	 = !	 =
		 	(








	 ; 	 	
	 		;!	
	
   
!
B 
	  = !	 "











	 =  $ = !	

















































$    			  	
9!	 =;. !	
	   


































 ( '     			   	 
















































































  ;	 ! 		 $  !	 	





* C       + 7(  	  !	 ,
 
	
$  	 = 
 


























































































    
 
  
    
 
    =

























.$ =    !	 !	











































& 	; = G H  - 	#$ E ! =
 6










 +	 ' ,  	


































/0 1 I 0	 ! )









 & = !	
	 
	
	 ;!	 		 !.! 
(	 
$ ! !	








	 9 		 !  Æ	  	
 !	 	 =    ,








  /	" 	















;! $   ! =
  1	 	






	 $ !	 #
	 



























	 	#$ A  	 =
 $ 
9!	 <	$ 			 = !	 




; !	  	 ;	
(	 $









	  !	 =;. 
 !;
	 I %	    (



















'( ) 	*	+ ,-	 ) 	!	
	 	 	  		 







'       			  
 *' 	 
	 ' 
? I !	$ 
	 	
$ 			 	









	 	 	  		 











  J!" !	
	  !	 .	







		 $  ! ;	<	








!. = /		.	 	
	  *A+  D , B	
    	#		 = !	
'!" !	
	 *H+  	 
 
(
B  		 	#		 = ! K
 !	 =;. !
 	 I %	    (
- *' 	 























- *' 	 






























!	  	  !	 		 ! !	 
(	 











   	  
 	( 	(	 = %	
 ! 






   =
  * 
 +
0; 	1	 =





















































































7;. !	 !		 	
	  D   	  !; ! 	
















 ! =   

 !	  $ 	 	(
		 
   C *
;!	





 	 I *' 	 







  	 


'    
/0 3 I :!	    










 '  ! 	 !	
	 = 
	  .	 $ )

$ A  
$ 
.	















%# !  # &$
 9!	 
	 	 !  ;!	 !	 
 =   =
	 .  !	  

 		 ;!	   	  !	 =







  !	 = *DE+ $ 	 	
 7;. J	" 
.	  *G+ ! .
		 !	  
$ = !	 !	
	#  $ 	 
   ;!	 !	 ;	 	#  
	 =
 	 
   	

 B 
 ? !	 $	 =  



















      

 
   

 
   
 











    			    $ 	 
   9!	
	 !	 ;!	 !	 
  	  !	 =































$ 	 ! = 		. $   & ! 	 !	 	.! 
 
! 	 
























678  ! 
 0 ! 
     	 
  ,! 09:;:< 

6=8 %
 : > < ? $  %   	 	  
  
6)8 : @0  
     : / $ : 7&''





  E $ ! 0 $

=(((
6F8 ? + C4 , , 
 
  




 7&&& ,! 0 $

6'8 ? @? :GB , 
 $  !  !H *B < 7 0
$ 7&II
6J8 1 *?  K  
   
  
  " 
!   0 F=-7&J). 7I&==7
6I8 !
 E0 !    
    
 0 7=F-7&J(. 7I&=(=
6&8 
 0 E + !  
 
   
 ! 0 @ : ; )I-=(((.
7A(I7A=J
6
